Matematica descomplica

Teorema de Laplace

Resumo

Teorema de Laplace

O Teorema de Laplace generaliza o calculo do determinante de uma matriz quadrada de qualquer ordem.
Como ha métodos bem definidos para o cdlculo de determinantes de matriz quadradas de ordem 1, 2 e 3,
utilizamos esses resultados para calcular determinantes de matrizes de ordem maior que 3. O teorema
enuncia que:

“0 determinante de uma matriz A (quadrada de ordem n) é igual a soma dos produtos dos elementos de
uma linha (ou coluna) e de seus respectivos cofatores.”

O cofator de um elemento da matriz quadrada

Cofator de um elemento da matriz € um nimero real associado a um elemento de uma matriz quadrada de
ordem n > 1, o que implica em dizer que essa matriz possui nxn cofatores, uma vez que cada um de seus
elementos possui um cofator associado, de tal modo que eles podem ser encontrados de acordo com a
estratégia a seguir:

Seja A= &; uma matriz deordemne a; é o elemento da matriz A que se encontra na linhai e nacolunaj. O

cofator do elemento a; é o produto do fator (—1)I+J pelo determinante da matriz obtida a partir da matriz A,

de ordem n — 1, em que se eliminam a linha i e a coluna j, ou seja, o cruzamento da linha e da coluna onde se

encontra o elemento a; - O cofator de um elemento a; é dado por Cij .

Exemplo: Calcule o cofator do elemento a,, da matriz:

1 2 3
A=-1 1 0
-3 1 2

Como a,, =3, entéo:

=1 1
-3 1

—C13=1-[(-1)-1-1-(-3)]=2

|-
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Calculo usando o Teorema de Laplace

O Teorema de Laplace nao especifica qual linha ou coluna deva ser utilizada; assim, podemos escolher
qualguer uma delas. O exemplo a seguir sera resolvido por meio de trés filas (linhas ou colunas) distintas,
mostrando que ambas resultam no mesmo valor.

0 0 7
Vamos encontrar o determinante damatriz A|= 1 4 3| por meio de filas diferentes.
-2 1 2

— Por meio da primeira linha:

W
I

3 oqc‘,z(-n“‘-“; g‘=8—3=5

12 0 - C12 :(._1)%2 ’ _12 g =

W
Il

=(-1)-[2-(-6)] = -8

a,=7-C,=(-1)""

I

-2 1

! 4’:1—(43):9

Portanto, obtemos:

det(A)=0-5+0-(-8)+7-9=63

— Por meio da segunda linha:

321:1—) CN:(—'I)Z-E-‘? ;‘:(—1)(0“7):7
3 =4 Cp = (17| ©, ;‘zo-(-m:m
323:3"")C23:(_1)2-3' —02 ?‘:(_” =

Portanto, obtemos:
det(A)=1-7+4-14+3-0=63
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— Por meio da segunda coluna:

3, =4-Cy, = (_1)24 c

a,; =1- Caz == ("1)3’2 :

Portanto, obtemos:

det(A)=0-(—8)+4-14+1.7=63

Vimos que as trés opgodes resultam no mesmo valor, mas vamos utilizar a regra de Sarrus, um método
conhecido para calcular determinantes de matrizes de ordem 3 para validar os calculos realizados:

D 07
A= 1 4 3 |- detA =
-2 1 2

0 0
1 1

-2

- o
N W

—_ o
)

-2

—>detA=0+0+7-(56)-0-0=7+56=63
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Exercicios

1. Encontre o determinante da matriz abaixo:

2 3 -1 2
0 4 -3 5
1 2 1 3
0 4 0
2.  Encontre o determinante da matriz abaixo:
0O 0 0 3
-1 2 1 4
3 4 6 -1
2 0 4 1
3.  Encontre o determinante da matriz abaixo:
8 9 1 3
0 21 4
0 00 -1
0 00 1
4. Resolva a equacgéo abaixo:
2 00 O
1 x x -]
x 12 47°
2 4 6 -2
5. Resolva a equacgao abaixo:
1 0 2 0
2 0 0 —x
31 x 2o %
4 0 1 x
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de det(A)-det(B)
det(C)-det(D)

a) 0

b) 15

c) 20

d) 10

e) 25

éigual a

descomplica

2 -3 4 11
7 6 1 2
6. Sabendo que s 5 5 g =—1470, calcule os determinantes das seguintes matrizes.
7 2 -3 -4
7 2 -3 -4 2 -3 4 11 2 -3 8 1
7 6 1 2 7 6 14 2 7 6 2 2
a) ) c)
2 -5 5 8 2 -5 4 8 2 -5 10 8
2 -3 4 11 7 2 14 -4 7 2 -6 -4
7. Resolva a equacgéo abaixo:
x 0 0 1
1 x 10 [2 %
0 x 01 |x 0
1 0 x 1
8. Uma matriz 4 x 4 que admite inversa é
1234 123 4 1111 1 2 3 4 L2 3 4
a) 4321 b) 14516 0) 2222 d) 5 6 7 8 e)|1-6 7 8
2468 26820 3333 9 10 11 12 910 .11 12
5678 56118 4444 13 14 15 16 13 14 15 -16
2 1 -1 3
1 -3 2
1 4 -2 0 1 2
9. Dadas as matrizes A= ,B=14 1 -1|,C= e D=[2] , 0 valor
-2 0 1 -1 4
2 3 2
-1 0 2 1
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x-1 x-1 x-1
10. Sejam dados: a matriz A={x-1 1 2 |, encontre o conjunto solugdo da equacgédo
x-1 1 -2
det(A)=0.
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Gabarito

1.

Aplicando Laplace é interessante escolher a linha ou coluna que possui mais zeros. Assim elimina-se

alguns cofatores.
A 12 coluna ou a 42 linha apresentam dois elementos nulos. Escolhendo a 12 coluna, vem:

2 3 -1 2
- 4 35 3 -1 2

. =@ 1 3+@f4 3 5=
4 10 |41 0

1 0
2 1 |4 -3 4 -3 3 1

42)((5).‘4 1‘—(3).‘4 1D+(1)((2)‘4 1+(—5>.‘4 1D=

= (2)[(5)(=2) + (=3)(6)]+ V[(2)(16) + (-5)(7)] = (2)[-10— 48] + ()[32—35] = ~116 —3 =119

OBS: Repare que no determinante 3 x 3 foram escolhidos nas 22 colunas os elementos a3 € azs.

A DN D

0
1
0

A 32 linha possui somente um elemento ndo nulo.

0 00 3
12 1 4 121 3 6 11
—(=3)|3 4 6|=(=3).(-2). 4. -
N R ()(( )‘2 4‘+<)‘2 4U
2 0 4
2 0 4 1

=(=3)[(-2).(0) +(4).(-6)]= (-3).[-24] =72

OBS: Repare que no determinante 3 x 3 foram escolhidos na 22 coluna os elementos a1, e az.

O determinante de uma matriz triangular é o produto dos elementos da diagonal. Como um desses
elementos é zero, o determinante é nulo.

8 91 3
02 1A 8).2.000=0
0O 00 -
0 00 1
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4. Aplicando Laplace na linha 1, temos:

2 00 O

1 x x -] 2 _4 1 -4 1 2

x 1.2 ‘4:6:(2)'((X)'6 —2‘_(X)"4 —2‘+(_1)"4 6026:

2 4 6 -2

= (2).[(X).(20) + (=X).(14) + (-1).(-2)] =6 = (2).[20x — 14X + 2] =6 = 6X+ 2 =3 => X = % :%

5. Aplicando Laplace na coluna 1, temos:

102 0
12 0
200 X s (nk o 9=l of Me@F ]=-s
=— —>(—1). —X|=— —>(—1). . —(2). =—
31 -2 1 X 4 X
4 1 X
401 x

= (<1).[(1).(x) + (~2).(6X)] = ~39 = X—12X =39 = —11X = 39 => X = _%

6. Observando que os elementos se assemelham a matriz original, é possivel aplicar as propriedades dos
determinantes.
a) A 42 linha foi trocada com a 12 linha. Logo o determinante fica com o sinal trocado. Isto é, vale 1470.
b) A 32 coluna é o dobro da 12 coluna. Logo, o determinante se anula. Vale zero.
c) A 32 coluna é o dobro da 32 coluna da matriz original. Logo o determinante dobra. Vale (-1470 x 2)

7. Laplace na 12 linha:

x 0 01

1 x 10 |2« PR )

0 x 0 1:‘)( 0 =X.x 0 1-1.0 x 0/=(2).(0)—(x).(x)=

0 x 1 1 0 x

1 0 x 1

= (X).((¥).(=x) +(=1).(x) )+ (—1).((1).(x2) + (1).(x)) =X’ = (X).[-X* = X]+(-D).[* +x]=—x*=
x=0

=X XX -Xx=-xX=-2-x=0=>-X(-2x+1)=0= 1
2

8. E
a) N&o admite inversa, pois a linhas 1 e 3 sdo proporcionais e seu determinante vale zero.
b) N&o admite inversa, pois a terceira linha é uma combinagao linear das duas primeiras. Seu
determinante também é zero
¢) Nao admite inversa, pois as linhas da matriz sdo proporcionais, seu determinante vale zero.
d) N&o admite inversa, pois a terceira linha é igual ao dobro da segunda menos a primeira, seu
determinante vale zero.
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e) Seu determinante é — 36416 (diferente de zero). Logo, admite inversa.

Calculando o Determinante da matriz A

A quarta linha foi multiplicada por —1 & somada com a terceira.

A quarta linha foi multiplicada por -3 e somada com a primeira.

Fol utilizado o Teorema de Laplace a partir da guarta colunada nova matriz obtida com as transformacgdes acima.
2 1 1 3 (58 1 740

1 4 -2 0 [1 4 20 > 1

= - = - = = 4+4 _ =
A=l 2 0 17la =2 =2 o= 1 42 2
1 0 2 1 -1 0 2 1 -

1-(-40+14-B+112-20+2) =60

Calculando, agora, o determinante da matriz B.

1 -3 2
detB=4 1 A=-2+2446-4+3-24=1
2 3 -2

Determinante de C
detC = 1 2‘

J=4-(-2)=6

Determinande de D.
detD=2

Portanto:
det(A)-det(B) _ 60 -3 _15
det(C)-detiD}) 6-2

10. Aplicando Laplace na 12 coluna, temos:
x-1 x-1 x-
x=1 1 2 |=(x=-D.[-4]-(x-D[-2.(x-D) -Lx-D]+ (x-1).[2.(x-1) -Lx-1)] =
x-1 1 -2
=(X-D.[-4]- (x-D[-2x+2—-x+1]+ (X-D[2x - 2—x+1] = (x—1).[-4] - (Xx—=D[-3x+ 3]+ (x—D[x—1]
=(X-D[-4+3x—3+x-1]=(x-1).[4x-8].
Como essa expressao deve ser nula, temos:
x-=1 x-1 x-
x-1 1 2 =0:3(X—D{4x—8}=0:>{
x-1 1 -2

x=1
4Xx=8=>x=2

OBS. Repare que para x = 1, a 12 coluna seria toda nula, logo anularia o determinante. Se x = 2, a 22
coluna seria igual a primeira, anulando também o determinante.



